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Исследуется возможность полного восстановления фазовых координат поэтапно ме-
няющейся линейной системы по результатам неполного измерения. Получены необхо-
димое и достаточное условие полной наблюдаемости поэтапно меняющихся линейных
нестационарных и стационарных систем. Показано, что на отдельных отрезках времени
поэтапно меняющаяся система образованная не вполне наблюдаемыми стационарными
системами может быть вполне наблюдаемой на всем отрезке времени.

Введение. Исследование многих прикладных задач процессов управления сводится к
динамическим системам переменной структуры, таким как поэтапно меняющиеся системы,
кусочно линейные импульсные системы и т. д. Задачи управления и наблюдения таких ди-
намических систем имеют важные теоретическое и прикладное значения. Для реализации
управления по принципу обратной связи необходимо знать фазовое состояние системы в
каждый момент времени. Так как обычно не все фазовые координаты системы доступны из-
мерению, необходимо рассмотреть вопрос о возможности полного восстановления фазовых
координат поэтапно меняющейся линейной системы по результатам неполного наблюдения
(измерения).

Управляемость и наблюдаемость – два фундаментальных понятия теории управления
и являются принципиальными как в задачах для обычных систем [1–5], так и в задачах
управления и наблюдения для поэтапно меняющихся систем. Вопросы управляемости и
наблюдаемости указанных систем переменной структуры исследованы в работах [6–12]. В
работах [7–9] получены необходимое и достаточное условие вполне управляемости поэтапно
меняющейся линейной системы. В работах [11, 12] получены необходимое и достаточное
условие для управляемости и наблюдаемости кусочно линейных импульсных управляемых
систем.

В данной работе исследована возможность полного восстановления фазовых координат
поэтапно меняющейся линейной системы по результатам неполного наблюдения (измере-
ния). Получены необходимое и достаточное условие полной наблюдаемости поэтапно ме-
няющихся линейных нестационарных и стационарных систем. Показано, что на отдельных
отрезках времени поэтапно меняющаяся система образованная не вполне наблюдаемыми
стационарными системами может быть вполне наблюдаемой на всем отрезке времени.
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1. Постановка задачи. Рассмотрим управляемый процесс, динамика которого описы-
вается поэтапно меняющимися линейными нестационарными дифференциальными уравне-
ниями

ẋ =





A1(t)x+B1(t)u, при t ∈ [t0, t1)
A2(t)x+B2(t)u, при t ∈ [t1, t2)

...
Am(t)x+Bm(t)u, при t ∈ [tm−1, T ]

(1.1)

где x(t) ∈ R⋉, x(t) — фазовый вектор системы; Ak(t), Bk(t) (k = 1, . . . ,m) матрицы
параметров системы (модели объекта), u(t) управляющее воздействие, соответственно, с
размерностями

Ak(t)− (n×n), Bk(t)− (n× r), u(t)− (r× 1). В общем случае будем предполагать, что
элементы матрицы функций Ak(t), Bk(t) и вектор-столбца u(t) являются непрерывными
функциями.

Предполагается, что в заданные промежуточные моменты времени tk, 0 6 t0 < t1 <
. . . < tm−1 < tm = T, конец движения предыдущего этапа является началом следующего
этапа, т. е. в моменты времени tk

x(tk − 0) = x(tk + 0) = x(tk) (k = 1, . . . ,m− 1). (1.2)

Через y(t) обозначим вектор y(t) =
(
y1(t), . . . , ys(t)

)T
, компоненты которого являются

линейными комбинациями фазовых координат xi и компонент управления ui, т. е. будем
считать, что

y =





G1(t)x+D1(t)u, при t ∈ [t0, t1)
G2(t)x+D2(t)u, при t ∈ [t1, t2)

...
Gm(t)x+Dm(t)u, при t ∈ [tm−1, T ]

(1.3)

где Gk(t), Dk(t) — непрерывные матрицы размерностей (s× n) и (s× r) соответственно.
Здесь и далее верхний индекс « Т » означает операцию транспонирования.

Предполагается, что компоненты yi вектора y доступны наблюдению (измерению) на
отрезке времени t0 6 t 6 T, и, следовательно, по данным измерений известны функции
yi = yi(t), (i = 1, . . . , s), t0 6 t 6 T.

Задача наблюдения состоит в том, чтобы по полученным результатам наблюдения (из-

мерения) (1.3), т. е. по известной функции y(t) =
(
y1(t), . . . , ys(t)

)T
определить значения

вектор-функции x(t) при всех t ∈ [t0, T ], являющейся решением уравнения (1.1) при из-
вестной u(t).

Решение системы (1.1) с условием (1.2) для t ∈ [tk−1, tk) представляется в виде [9]

x(t) = Vk(t, t0)x(t0) +
k−1∑

j=1

Vk(t, tj)

t∫

tj−1

Hj [tj , τ ]u(τ)dτ +

t∫

tk−1

Hk[t, τ ]u(τ)dτ, (1.4)

где
Vk(t, tj) = Xk[t, tk−1]Vk−1(tk−1, tj),

Vk(tk, tj) =

k−j−1∏

i=0

Xk−i[tk−i, tk−i−1], (k = 1, . . . ,m; j = 0, . . . , k − 1) (1.5)

Hk[t, τ ] = Xk[t, τ ]Bk(τ), а через Xk[t, τ ] обозначена нормированная фундаментальная мат-
рица решения однородной части k -го уравнения системы (1.1), x(t0) — неизвестное на-
чальное состояние системы. Отметим, что согласно введенному обозначению [9] (1.5) при
j = k − 1, Vk[tk, tk−1] = Xk[tk, tk−1], а при j = k, Vk[tk, tk] = E.
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Согласно формулам (1.3) и (1.4) при t ∈ [tk−1, tk) k = 1, . . . ,m− 1 будем иметь

y(t) −Gk(t)

k−1∑

j=1

Vk(t, tj)

tj∫

tj−1

Hj [tj , τ ]u(τ)dτ −
t∫

tk−1

Hk[t, τ ]u(τ)dτ−

−Dk(t)u(t) = Gk(t)Vk(t, t0)x(t0) (k = 1, . . . ,m− 1) (1.6)

Таким образом, т. к. предполагается, что функция u(t) известна, то для всех t ∈ [t0, T ]
левая часть соотношения (1.6) является известной. Учитывая, что начальное состояние
системы x(t0) неизвестно, возникает вопрос, можно ли восстановить значение x(t0) по
полученным результатам наблюдений.

Так как левая часть (1.6) известна, следовательно, для решения вопросов наблюдения
вместо уравнений (1.1) и (1.3) достаточно рассматривать однородные уравнения (u(t) ≡ 0)

ẋ =





A1(t)x, при t ∈ [t0, t1)
A2(t)x, при t ∈ [t1, t2)

...
Am(t)x, при t ∈ [tm−1, T ]

(1.7)

y =





G1(t)x, при t ∈ [t0, t1)
G2(t)x, при t ∈ [t1, t2)

...
Gm(t)x, при t ∈ [tm−1, T ]

(1.8)

Решение (1.4) системы (1.1), в этом случае, для системы (1.7) при t ∈ [tk−1, tk) прини-
мает следующий вид

x(t) = Vk(t, t0)x(t0), (1.9)

а по результатам измерения будем иметь

y(t) = Gk(t)Vk(t, t0)x(t0), t ∈ [tk−1, tk), (k = 1, . . . ,m− 1). (1.10)

Для того чтобы знать (восстановить) функцию x(t) на отрезке времени [t0, T ] доста-
точно по данным измерения y(t) (1.10) на отрезке времени [t0, T ] определить начальное
состояние x(t0) системы (1.7).

О п р е д е л е н и е. Поэтапно меняющаяся система (1.1) (или (1.7)), для которой ко-
нец движения предыдущего этапа является началом следующего этапа, называется вполне
наблюдаемой по данным измерения (1.3) (или (1.8)) на отрезке времени [t0, T ], если по
известным функциям u(t) и y(t), t ∈ [t0, T ], можно определить (восстановить) состояние
x(t0) системы.

Задачу наблюдения поэтапно меняющейся линейной системы можно сформулировать
следующим образом.

По данным наблюдения (измерения) известна вектор-функция y(t), t ∈ [t0, T ], и пред-
ставляется в виде (1.10). Требуется найти вектор x(t0) начального состояния фазового
вектора x(t) системы (1.7), определяемого уравнением (1.9).

Если любое начальное состояние x(t0) системы (1.7) можно определить по известной
на отрезке времени [t0, T ] вектор-функции y(t), представленной в виде (1.10), то система
(1.7), (1.8) (с промежуточными условиями (1.2)) называется наблюдаемой на этом отрезке
времени.

Возможность восстановления начального состояния x(t0) системы по некоторой наблю-
даемой линейной операции над ее выходом называется наблюдаемостью.
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2. Условие наблюдаемости поэтапно меняющихся линейных нестационарных
систем. Доказана следующая теорема.

Т е о р е м а 1. Для того чтобы поэтапно меняющаяся линейная система (1.7) с про-
межуточными условиями (1.2) и с наблюдаемой величиной (1.8) была вполне наблюдаемой
на отрезке времени [t0, T ], необходимо и достаточно, чтобы матрица

M(t0, t1, . . . , T ) =

t∫

t0

m∑

k−1

V T
k (t, t0)G

T
k (t)Gk(t)Vk(t, t0)dt (2.1)

где

Vk(t, t0) = Xk[t, tk−1]Vk−1(tk−1, t0), Vk(tk, t0) =

k−1∏

i=0

Xk−i[tk−i, tk−i−1], (k = 1, . . . ,m− 1)

была неособой матрицей.
Матрица M(t0, t1, . . . , T ) имеет размерность (n × n). Если матрица M(t0, t1, . . . , T )

неособая (detM(t0, t1, . . . , T ) 6= 0, ) то существует обратная матрица M−1(t0, t1, . . . , T ), и
тогда начальное состояние x(t0) системы (1.7) представляется в виде

x(t0) = M−1(t0, t1, . . . , T )Z(t0, t1, . . . , T ), (2.2)

где

Z(t0, t1, . . . , T ) =

t∫

t0

m∑

k−1

V T
k (t, t0)G

T
k (t)y(t)dt.

Далее по формуле (1.9) можно определить решение системы (1.7), т. е.

x(t0) = Vk(t, t0)M
−1(t0, t1, . . . , T )Z(t0, t1, . . . , T ), t ∈ [tk−1, tk), (k = 1, . . . ,m− 1).

Таким образом, если матрица M(t0, t1, . . . , T ) (2.1) неособая, то поэтапно меняющаяся
система (1.7) (с промежуточными условиями (1.2)), с наблюдаемым вектором (1.8) вполне
наблюдаема на отрезке времени [t0, T ].

3. Условие наблюдаемости поэтапно меняющихся линейных стационарных
систем. Предположим, что система (1.1), (1.3) стационарна, следовательно стационарна и
система (1.7), (1.8), т. е. она имеет вид

ẋ =





A1x, при t ∈ [t0, t1)
A2x, при t ∈ [t1, t2)

...
Amx, при t ∈ [tm−1, T ]

, (3.1)

y =





G1x, при t ∈ [t0, t1)
G2x, при t ∈ [t1, t2)

...
Gmx, при t ∈ [tm−1, T ]

, (3.2)

где Ak, Gk (k = 1, . . . ,m) постоянные матрицы размерностей (n× n) и (s× n) соответ-
ственно.

Требуется найти условия полной наблюдаемости системы (3.1), (3.2) на отрезке времени
[t0, T ], выраженные непосредственно через матрицы Ak, и Gk (k = 1, . . . ,m).
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Доказана следующая теорема.
Т е о р е м а 2. Для того чтобы система (3.1) с промежуточными условиями (1.2) и

наблюдаемой величиной (3.2) была вполне наблюдаема на отрезке времени [t0, T ], необхо-
димо и достаточно, чтобы ранг матрицы

S =
(
CT1 G

T
1 , C

T
1 A

T
1G

T
1 , . . . , C

T
1 (AT1 )p1−1GT1 , . . . , C

T
mG

T
m, C

T
mA

T
mG

T
m, . . . , C

T
m(ATm)pm−1GTm

)

(3.3)
был равен n, где

Ck = e−Aktk−1Vk−1(tk−1, t0), Vk(tk, t0) =
k−1∏

i=0

Xk−i[tk−i, tk−i−1], (k = 1, . . . ,m), (3.4)

а числа pk обусловлены кратностями собственных значений матрицы Ak, (k = 1, . . . ,m).

Размерность матрицы S равна (n × q), где q =
m∑
k−1

pk. Будем предполагать, что число

столбцов матрицы S, т. е. q > n.
Матрицу (3.3) будем называть матрицей наблюдаемости поэтапно меняющейся линейной

стационарной системы.
Если учитывать, что постоянные матрицы (3.4) с размерностями имеют максимальный

ранг, т. к. являются произведением фундаментальных матриц решения системы (3.1), то
ранг матрицы наблюдаемости (3.3) равен рангу матрицы без произведения на матрицу Ck
(k = 1, 2, . . . ,m) т. е.

S =
(
GT1 , A

T
1G

T
1 , (A

T
1 )2GT1 , . . . , (A

T
1 )p1−1GT1 , . . . , G

T
m, A

T
mG

T
m, (A

T
m)2GTm, . . . , (A

T
m)pm−1GTm

)
.

(3.5)
Следовательно, условие (3.3) вполне наблюдаемости поэтапно меняющейся линейной

стационарной системы, т. е. теорему 2 можно сформулировать в следующем виде.
Т е о р е м а 3. Для того чтобы система (3.1) с промежуточными условиями (1.2) и

наблюдаемой величиной (3.2) была вполне наблюдаема на отрезке времени [t0, T ], необхо-
димо и достаточно, чтобы ранг матрицы (3.5) был равен n.

С л е д с т в и е. Если все собственные значения матрицы Ak (k = 1, . . . ,m) явля-
ются простыми, то для того чтобы система (3.1) с промежуточными условиями (1.2)
и наблюдаемой величиной (3.2) была вполне наблюдаемой на отрезке времени [t0, T ], необ-
ходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы

S =
(
GT1 , A

T
1G

T
1 , (A

T
1 )2GT1 , . . . , (A

T
1 )n−1GT1 , . . . , G

T
m, A

T
mG

T
m, (A

T
m)2GTm, . . . , (A

T
m)n−1GTm

)
.

(3.6)
был равен n.

З а м е ч а н и е. Отметим, что из полученного условия вполне наблюдаемости поэтапно
меняющейся линейной стационарной системы (3.1) с промежуточными условиями (1.2) и
наблюдаемой величиной (3.2) можно получить известное условие вполне наблюдаемости
линейных стационарных систем [1–5]. Действительно, если рассматривать систему

ẋ = Ax, y = Gx, t ∈ [t0, T ],

где x ∈ Rn, размерности матрицы A и G, соответственно, равны (n×n) и (s×n), то для
вполне наблюдаемости этой системы, согласно теореме 3, необходимо и достаточно, чтобы
ранг матрицы

(GT1 , A
T
1G

T
1 , (A

T
1 )2GT1 , . . . , (A

T
1 )n−1GT1 )

был равен n.
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Отметим, что число столбцов в матрице наблюдаемости (3.5) (или (3.6)) намного больше
чем число строк (т. е. чем требуемый максимальный ранг). Следовательно, линейно незави-
симые столбцы в матрице наблюдаемости (3.5) (или (3.6)) могут иметь произвольные распо-
ложения среди столбцов этой матрицы, т. е. они могут быть некоторыми столбцами, распо-
ложенными в подматрицах (блоках), образованных парами матриц {A1, G1}, {A2, G2}, . . . ,
{Am, Gm}. Не исключено также, что все линейно независимые столбцы могут быть рас-
положены в подматрице, образованной одной парой матриц {Ak, Gk} (k = 1, . . . ,m) или
несколькими парами матриц. Это означает, что ранги всех подматриц (матриц наблюдаемо-
сти) по отдельности, образованных парами матриц {Ak, Gk} (k = 1, . . . ,m) могут быть не
максимальными несмотря на то, что матрица (3.5) (или (3.6)) имеет максимальный ранг или
ранг подматриц, образованных одной парой {Ak, Gk}, или одновременно ранги нескольких
подматриц, образованных несколькими парами матриц, могут совпадать с максимальным
рангом матрицы (3.5) (или (3.6)).

Таким образом, на отдельных отрезках времени [tk−1, tk] (k = 1, . . . ,m) по отдельно-
сти все подсистемы, которые образуют поэтапно меняющуюся наблюдаемую систему могут
быть не вполне наблюдаемыми, а поэтапно меняющаяся наблюдаемая система может быть
вполне наблюдаемой на отрезке времени [t0, T ]. А если хотя бы одна подсистема из поэтап-
но меняющейся системы на своем отрезке времени функционирования вполне наблюдаема,
то соответствующая система также будет вполне наблюдаемой.
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Barseghyan V.R. ABOUT CONDITIONS OF OBSERVABILITY OF GRADUALLY CHANGING
CONTROLLABLE LINER SYSTEMS

A possibility of full recovery phase coordinates of gradually changing linear system on results of
incomplete measure is researching. A condition of necessary and sufficient for complete observability
gradually changing linear unstationary and stationary systems is obtained. This one shown that in
separate segment of time gradually changing system formed not quite observable stationary systems,
can be fully observed in all interval of time.

Key words: gradually changing linear system; measurement; quite observable; conditions of quite
observable.
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ФРОНТ ВЫХОДА В МОДЕЛИ ПОВЕДЕНИЯ ТОЛПЫ ПРИ
ЧРЕЗВЫЧАЙНЫХ СИТУАЦИЯХ

c© А.Л. Бекларян

Ключевые слова: фронт выхода; динамика толпы; агентное моделирование; уравнение
Лапласа.
В статье рассматривается непрерывная стохастическая агентная модель движения лю-
дей в ограниченном пространстве с заданной геометрией, основанная на феноменоло-
гическом подходе. Определяется понятие «фронта выхода», изучаются характеристики
потока агентов, в частности, его интенсивность.

Введение
Одна из ключевых составляющих жизнедеятельности человека, особенно в крупных го-

родах, заключена в безопасности движения в условиях ограниченного пространства и боль-
шого скопления других движущихся людей. Подобная проблема становится особенно акту-
альной при пользовании общественным транспортом, при проведении культурно-массовых
мероприятий, на митингах и при других неотъемлемых эпизодах повседневной жизни че-
ловека. Отдельно стоит отметить проблему эвакуации людей из зданий при чрезвычайных
ситуациях (ЧС).

Очевидно, проведение реальных экспериментов для решения таких проблем сопряжено
с большими организационными сложностями и финансовыми затратами. Отсюда возни-
кает необходимость математического моделирования описанных процессов и проведения
компьютерных экспериментов, чтобы максимально эффективно выстроить процесс ликви-
дации ЧС.

1. Анализ существующих моделей
Несмотря на высокий интерес к проблематике, долгое время основные работы по дан-

ной теме были посвящены психологическим и социальным аспектам вопроса. Например,
в работе [1] детально описаны условия и причины возникновения паники, которые сво-
дятся к доминированию коллективного бессознательного как основного фактора. То есть
солидная часть исследователей рассматривает толпу с фрейдистской точки зрения, осно-
ванной на гипотезе, что люди как часть толпы действуют иначе, чем люди как индивиды.
Совокупность разумов членов группы синергируются в некий коллективный разум. Соот-
ветственно, и предлагаемые решения проблемы возникновения паники также основаны на
таком подходе, который мы назовем наивным.

На фоне описанных исследований изучение толпы с привлечением математических мо-
делей началось сравнительно недавно. Здесь стоит отметить работы пионера этой области —
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